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05 SINGULARITE´S DES COURANTS D’AHLFORS
Julien Duval
Re´sume´. On montre qu’une courbe alge´brique charge´e par un courant issu d’une
courbe entie`re est rationnelle ou elliptique. Ceci re´pond a` une question de M. Paun.
Singularities of Ahlfors currents
Abstract. We prove that an algebraic curve charged by a current coming from an
entire curve is rational or elliptic. This answers a question by M. Paun.
0. Introduction.
Soit X une varie´te´ compacte complexe hermitienne non hyperbolique au sens de
Kobayashi. Elle posse`de alors une courbe entie`re, i.e. une application holomorphe
non constante de C dans X .
Depuis Ahlfors (voir par exemple [1]), on sait associer a` cette courbe entie`re un
courant positif ferme´. Celui-ci s’obtient comme limite de courants d’inte´gration
normalise´s [∆n]aire(∆n) sur des disques concentriques de la courbe entie`re, choisis
de sorte que la longueur de leur bord devienne ne´gligeable devant leur aire :
long(∂∆n) = o(aire(∆n)).
Ces courants apparaissent notamment dans la preuve par M. McQuillan de la
conjecture de Green-Griffiths pour certaines surfaces ([4], voir aussi [1]). Celle-ci
stipule qu’une courbe entie`re dans une varie´te´ alge´brique de type ge´ne´ral de´ge´ne`re
alge´briquement.
L’objet de cet article est de comprendre la partie singulie`re de ces courants.
Pre´cise´ment, depuis Siu (voir par exemple [2]), on sait de´composer tout courant
positif ferme´ en une partie singulie`re et une partie diffuse. La partie diffuse est
peu singulie`re : elle a des nombres de Lelong nuls hors d’un ensemble de´nombrable
de points. La partie singulie`re rend compte des courbes analytiques charge´es par
le courant : c’est une combinaison des courants d’inte´gration sur ces courbes.
Mots-cle´s : Kobayashi hyperbolicity, entire curves, currents.
Class.AMS : 32Q45, 32U40.
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A la suite de M. Paun (voir [7] qui contient aussi des re´ponses partielles), il est
naturel de conjecturer qu’une courbe analytique charge´e par un courant issu d’une
courbe entie`re est rationnelle ou elliptique. En effet, la perte d’hyperbolicite´ au
sens de Kobayashi due a` la pre´sence de la courbe entie`re doit se refle´ter a` l’endroit
ou` le courant se concentre le plus. Nous ve´rifions cette conjecture dans le cas ou`
la varie´te´ X est alge´brique. La me´thode repose sur une proprie´te´ de rele`vement
des arcs de la courbe alge´brique a` la courbe entie`re. Celle-ci est lie´e au caracte`re
laminaire du courant issu de la courbe entie`re (comparer avec [3]).
Techniquement, il est commode d’e´largir la classe des courants conside´re´s en
oubliant les courbes entie`res et en ne retenant que les suites de disques, voire
d’unions finies de disques, dont ils sont limites :
De´finition. Un courant T est dit d’Ahlfors s’il existe une suite (∆n) de re´unions
finies de disques holomorphes dans X telle que long(∂∆n) = o(aire(∆n)) et T =
lim [∆n]aire(∆n) .
Cette de´finition couvre aussi les courants issus de courbes entie`res apre`s re´gulari-
sation a` la Nevanlinna (voir [4] et [1]). Voici notre re´sultat :
The´ore`me. Soit T un courant d’Ahlfors dans une varie´te´ alge´brique X. On sup-
pose que T charge une courbe irre´ductible C. Alors C est rationnelle ou elliptique.
La de´monstration proce`de par l’absurde en supposant C de genre au moins
deux. On trouve alors un lacet γ avec un unique point double dans C -une fi-
gure huit- qui engendre dans le groupe fondamental de C un groupe libre a` deux
ge´ne´rateurs. Comme T se concentre sur C, on peut relever γ en un graphe γn dans
∆n convergeant vers γ et posse´dant beaucoup de cycles (de l’ordre de l’aire de
∆n). Comme ∆n est simplement connexe, le graphe γn va y de´couper beaucoup
de disques (de l’ordre de l’aire de ∆n). On exhibe ainsi une suite de disques
holomorphes d’aire borne´e a priori dont le bord converge vers un lacet non trivial
de γ. Par un re´sultat classique de compacite´, cette suite produit un disque limite
dans C bordant ce lacet, c’est la contradiction.
La proprie´te´ de rele`vement des arcs de C a` ∆n, cruciale, s’obtient en analysant
∆n sous une projection centrale via la the´orie d’Ahlfors de recouvrement des sur-
faces (voir par exemple [6]). C’est la` qu’intervient l’hypothe`se d’alge´bricite´ de
X .
Avant de pre´ciser ce sche´ma, je tiens a` remercier chaleureusement M. Paun pour
m’avoir soumis ce proble`me.
1. Pre´liminaires.
Enonc¸ons pour commencer le peu de the´orie d’Ahlfors et le re´sultat de com-
pacite´ des disques dont nous aurons besoin. Dans la suite, les espaces projectifs
seront munis de leur me´trique standard.
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a) Un peu de the´orie d’Ahlfors.
Nous renvoyons a` la monographie [6] pour les de´tails de cette the´orie. Elle a e´te´
cre´e´e par Ahlfors pour traduire en termes ge´ome´triques la the´orie de Nevanlinna
de distribution des valeurs.
Pre´cise´ment, soit f : Σ → Σ0 une application holomorphe entre deux surfaces
de Riemann compactes a` bord. On munit Σ0 d’une me´trique qui induit via f
une pseudome´trique sur Σ0. Le re´sultat central de la the´orie est une ine´galite´ de
Riemann-Hurwitz approche´e pour f
χ−(Σ) ≤ sχ(Σ0) + c0l.
Ici, la caracte´ristique d’Euler ne´gative ne´glige les composantes de Σ qui sont
des disques ou des sphe`res, s est le nombre moyen de feuillets de f : s = aire(Σ)aire(Σ0) ,
l est la longueur du bord relatif de f : l = long(∂Σ \ f−1(∂Σ0)), et la constante
c0 ne de´pend que de Σ0 et de sa me´trique.
Ahlfors en de´duit son the´ore`me des ıˆles, l’analogue du second the´ore`me fonda-
mental de Nevanlinna :
The´ore`me des ıˆles. Soit f : ∆→ P 1(C) une application holomorphe entre une
re´union finie ∆ de disques et P 1(C). On se fixe k disques topologiques disjoints
dans P 1(C) et on appelle ıˆles de f les composantes connexes de la pre´image des
disques sur lesquelles f est propre. Alors le nombre i d’ˆıles ve´rifie i ≥ s(k−2)−cl.
Ici, comme plus haut, s de´signe le nombre de feuillets moyen de f , l la longueur
du bord de ∆, et c ne de´pend que de la configuration de disques topologiques.
Il suffit en effet d’appliquer l’ine´galite´ de Riemann-Hurwitz a` Σ0 = P
1(C) prive´
des k disques et Σ = f−1(Σ0), sachant que le nombre de feuillets moyen de f sur
Σ0 diffe`re de s par un terme controˆle´ par l.
Ceci entraˆıne qu’une suite de fonctions me´romorphes sur des disques se com-
porte asymptotiquement comme un reveˆtement si la longueur du bord devient
ne´gligeable devant l’aire. Elle posse`de la proprie´te´ de rele`vement suivante :
Rele`vement. Soit fn : ∆n → P
1(C) une suite d’applications holomorphes en-
tre des re´unions finies ∆n de disques et P
1(C). On suppose, avec les notations
pre´ce´dentes, que ln = o(sn). On se fixe ǫ > 0 et des disques topologiques disjoints
dans P 1(C) en nombre k > 4/ǫ. Alors un de ces disques topologiques posse`de au
moins sn(1− ǫ) rele`vements via fn pour n assez grand.
Ici, un rele`vement est une composante connexe de la pre´image du disque sur
laquelle fn est bijective.
En effet, par le the´ore`me des ıˆles, un des disques topologiques va posse´der au
moins sn(1−
ǫ
2
) ıˆles dans sa pre´image pour n assez grand. Or la restriction de fn
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a` chaque ıˆle est un reveˆtement ramifie´ au-dessus du disque. Ce reveˆtement sera
donc de degre´ 1 pour au moins sn(1− ǫ) ıˆles, puisque le nombre moyen de feuillets
de fn sur ce disque est asymptotiquement sn.
b) Compacite´ de disques holomorphes.
Voici l’e´nonce´ qui nous sera utile. Il remonte au moins a` Gromov dans un
contexte bien plus large (voir par exemple [8]).
Compacite´. Soit fn : D → P
2(C) une suite d’applications holomorphes du
disque unite´ D dans P 2(C). On suppose l’aire de fn(D) uniforme´ment borne´e.
Alors, quitte a` extraire,
i) fn converge localement uniforme´ment vers f∞ sur D prive´ d’un nombre fini
de points d’explosion;
ii) f∞ se prolonge en un disque holomorphe encore note´ f∞ : D → P
2(C);
iii) en un point d’explosion e, il existe une suite de disques dn dans D tendant
vers e telle que fn(dn) converge au sens de Hausdorff vers une courbe rationnelle
(une bulle).
En particulier, si l’aire de fn(D) reste borne´e par
1
2 il ne se produira pas
d’explosion puisqu’une courbe rationnelle est d’aire au moins 1. On aura dans
ce cas convergence uniforme locale de fn vers f∞ sur D apre`s extraction.
2. De´monstration du the´ore`me.
Notons que, par plongement de X dans un espace projectif, il suffit de re-
garder les courants d’Ahlfors de PN (C) chargeant une courbe projective. La
de´monstration proce`de en trois e´tapes : la premie`re est une re´duction a` P 2(C),
la seconde traite de la proprie´te´ de rele`vement des arcs, tandis que la troisie`me
de´taille la fin de l’argument.
Pour des pre´cisions sur les courants et leurs nombres de Lelong, nous renvoyons
le lecteur a` [2]. Dans la suite on ne distinguera plus les disques parame´tre´s de
leur image ge´ome´trique. En particulier les aires des images seront compte´es avec
multiplicite´. Que le lecteur nous pardonne cette liberte´.
a) Re´duction de dimension.
Soit donc un courant d’Ahlfors T de PN (C) chargeant une courbe projective
C. On projette T dans un hyperplan projectif par une projection π de centre p.
Si p est choisi assez ge´ne´rique, le nombre de Lelong de T en p sera nul et la courbe
π(C) aura meˆme genre que C tant que N ≥ 3. Le lemme suivant permet donc de
se ramener au cas N = 2 par projections centrales successives.
Lemme. Le courant projete´ T˜ est un courant d’Ahlfors chargeant la courbe pro-
jective π(C).
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De´monstration. La difficulte´ re´side dans la singularite´ de π en p. Pre´cisons d’abord
la de´finition de T˜ : si Br de´signe la boule de centre p et de rayon r, on pose
T˜ = limr→0 π∗(T |(Br)c). Clairement T˜ charge π(C). Reste a` ve´rifier que c’est un
courant d’Ahlfors.
Pour cela, partons de la suite de re´unions finies ∆n de disques holomorphes
donnant T . Elle satisfait lim [∆n]
an
= T et long(∂∆n) = o(an) avec an = aire(∆n).
La suite analogue ∆˜n pour T˜ s’obtient essentiellement en projetant par π la partie
de ∆n loin de p. Le controˆle de la longueur de son bord va provenir de l’annulation
du nombre de Lelong de T en p. Pre´cisons ceci.
Soit r > 0 fixe´ provisoirement. Dans ce qui suit, les ine´galite´s seront a` constante
multiplicative inde´pendante de r et n pre`s. Voici comment se traduit la nullite´ du
nombre de Lelong de T en p pour n assez grand :
(1) aire(∆n ∩Br) ≤ ǫ(r)r
2an.
Ici ǫ(r) tendra vers 0 avec r.
L’ine´galite´ de coaire (voir par exemple [5]) fournit alors rn avec
r
2 < rn < r et
(2) long(∆n ∩ ∂Brn) ≤ ǫ(r)ran.
Remarquons que ∆n ∩ (Brn)
c est une re´union de disques troue´s. On rebouche
ces trous par les composantes connexes correspondantes de ∆n ∩Brn . On obtient
ainsi une re´union ∆′n de disques dont le bord consiste en deux parties, l’une incluse
dans ∆n ∩ ∂Brn , l’autre e´tant ∂∆n ∩ (Brn)
c. Notons ∆˜n la projection de ∆
′
n par
π. C’est la suite recherche´e.
Puisque π dilate au plus les longueurs d’un facteur 1
r
sur (Brn)
c, on a, d’apre`s
(2),
(3) long(∂∆˜n) ≤ ǫ(r)an
pour n assez grand.
Comparons maintenant an avec a˜n l’aire de ∆˜n. Pour cela, notons ω et ω˜
les formes de Fubini-Study respectives de PN (C) et de l’hyperplan sur lequel on
projette. On a an =
∫
∆n
ω et a˜n =
∫
∆′n
π∗ω˜. Remarquons que π∗ω˜ − ω = ddcu
ou` u est une fonction lisse hors de p avec une singularite´ logarithmique en p. En
particulier dcu est de l’ordre de 1
r
sur (Brn)
c. Il s’ensuit, par le the´ore`me de Stokes
et les estime´es (1) et (3), que
|a˜n − an| ≤
∫
∆n\∆′n
ω + |
∫
∂∆′n
dcu| ≤ aire(∆n ∩Brn) + long(∂∆˜n) ≤ ǫ(r)an
pour n assez grand. Donc long(∂∆˜n) ≤ ǫ(r)a˜n.
Faisons tendre maintenant r vers 0. Apre`s extraction diagonale sur les suites
(∆˜n) produites a` r fixe´, on ve´rifie que T˜ = lim
[∆˜n]
a˜n
et long(∂∆˜n) = o(a˜n). C’est
donc bien un courant d’Ahlfors. 
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Remarque. Le meˆme type d’estime´e montre que l’aire de π(∆′n ∩ Brn) est
controˆle´e par ǫ(r)an pour n assez grand.
b) Rele`vement des arcs.
On s’est ramene´ a` un courant d’Ahlfors T de P 2(C) chargeant une courbe
projective C. Pre´cise´ment T |C = ν[C] avec ν > 0.
Analysons encore T sous une projection π de centre p sur une droite projective
L. Si p est choisi assez ge´ne´rique, on modifie comme plus haut les re´unions ∆n de
disques de´finissant T pour que les longueurs des bords de ∆n et π(∆n) deviennent
ne´gligeables devant l’aire de ∆n, celle-ci soit e´quivalente a` l’aire de π(∆n), et
(4) lim
r
lim sup
n
aire(π(∆n ∩Br))
aire(∆n)
= 0.
Notons sn l’aire de π(∆n). C’est le nombre moyen de feuillets de π : ∆n → L.
Dans la suite on appellera arc un chemin injectif dans C qui se projette injective-
ment par π dans L. On dira qu’un arc α est ǫ-relevable si on peut l’e´paissir en une
bande β dans C posse´dant au moins sn(ν − ǫ) releve´s dans ∆n apre`s extraction,
qui convergent vers β. On parlera de releve´s proches. Ici un releve´ de β est une
composante β′ de π−1(π(β)) dans ∆n telle que π : β
′ → π(β) soit bijective.
Lemme. Tout arc α de C peut se perturber en un arc ǫ-relevable.
De´monstration (comparer a` [3]). On se fixe un voisinage V de α dans C qui se
projette injectivement par π sur U . S’il est suffisamment fin, la masse de T dans
π−1(U) est infe´rieure a` ǫ4 . Soient maintenant k perturbations disjointes de α dans
V , avec k > 8
ǫ
. On les e´paissit un peu en k fines bandes disjointes.
Appliquons la proprie´te´ de rele`vement 1.a) a` π : ∆n → L et aux k disques
disjoints qui sont les images par π de ces bandes. On obtient qu’une de ces bandes
β0 a une projection π(β0) = β˜ posse´dant sn(1−
ǫ
2) releve´s dans ∆n pour π, si n
est assez grand et apre`s extraction. Parmi ceux-ci, au moins sn(1− ǫ) sont d’aire
infe´rieure a` 1/2 par le controˆle de la masse de T dans π−1(U). On les note βn,i.
Reste a` en localiser une partie pre`s de β0.
Introduisons pour cela un peu de terminologie. Soient Q le coˆne π−1(β˜) et B
l’ensemble des disques holomorphes β de Q d’aire infe´rieure a` 1/2 et se projetant
bijectivement par π sur β˜. On peut voir les disques de B comme des sections de
π au-dessus de β˜.
Par 1.b) une suite dans B posse`dera toujours une suite extraite convergente
puisque la borne d’aire interdit les explosions. La limite est encore dans B ou vaut
p. Ainsi B est relativement compact pour la convergence uniforme locale sur β˜,
et l’espace M des mesures positives sur B de masse au plus 1 est compact pour la
convergence faible.
A une mesure λ de M on associe un courant “ge´ome´trique” Tλ dans Q par la
formule Tλ =
∫
B
[β]dλ(β). Cette application de M sur l’espace G des courants
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ge´ome´triques e´tant continue, on en de´duit que G est compact pour la topologie
faible.
Revenons maintenant a` nos releve´s βn,i. Par construction, la suite (
1
sn
∑
i[βn,i])
est une suite de courants ge´ome´triques (Tλn) pour λn =
1
sn
∑
i δβn,i . Elle converge
apre`s extraction vers Tλ dans B. Comme Tλn ≤
1
sn
[∆n ∩Q] on a Tλ ≤ T |Q.
Par ailleurs λ a une masse minore´e par 1 − ǫ car le nombre de disques βn,i
s’e´chappant vers p est ne´gligeable d’apre`s (4). Donc π∗(Tλ) > (1− ǫ)[β˜]. Comme
π∗(T |Q) = [β˜] on en de´duit
π∗(T |Q − Tλ) < ǫ[β˜].
Par hypothe`se T charge C avec un poids ν donc T |β0 = ν[β0]. Par construction
Tλ|β0 = µ[β0] ou` µ est la charge de β0 pour λ. Donc
π∗(T |Q − Tλ) ≥ (ν − µ)[β˜].
Ainsi la charge de β0 pour λ est supe´rieure a` ν− ǫ. Il en est de meˆme de la charge
pour λn de tout voisinage de β0 dans B pour n assez grand. Autrement dit, au
moins sn(ν − ǫ) disques βn,i convergent vers β0. 
Un graphe γ de C est une re´union d’un nombre fini a d’arcs αj se coupant en un
nombre fini i de points. Deux arcs sont disjoints ou se coupent exactement une fois,
soit en leurs extre´mite´s (arcs conse´cutifs), soit en leurs inte´rieurs (arcs en croix).
Le graphe γ sera dit relevable si ses arcs sont ǫ-relevables pour ǫ = ν2a+6i . Graˆce au
lemme on peut toujours perturber un graphe en un graphe relevable en pre´servant
sa combinatoire d’incidence. Notons Γ la re´union des bandes βj e´paississant les
arcs et Γn la re´union de leurs releve´s proches dans ∆n. C’est l’e´paississement d’un
graphe γn dans ∆n qui converge vers γ.
Fait. On a χ(Γn) ≤ sn(χ(Γ) +
1
2
)ν pour n assez grand.
En effet les bandes βj sont disjointes ou se coupent sur des disques qui e´pais-
sissent les intersections des αj . Donc χ(Γ) = a− i. Par ailleurs les releve´s proches
des bandes sont disjoints ou se recollent sur des releve´s proches de ces disques.
Donc χ(Γn) = an− in ou` an de´signe le nombre total de releve´s proches de bandes
et in le nombre total de recollements.
Estimons ces quantite´s. Pour cela remarquons que les releve´s proches d’une
bande βj donne´e (ou d’un disque) sont en nombre majore´ par sn(ν + ǫ) pour n
assez grand. On aurait sinon T |βj ≥ (ν + ǫ)[βj ] par passage a` la limite.
Donc an ≤ sn(ν + ǫ)a. Par ailleurs, au-dessus d’un disque intersection de deux
bandes, on a au moins sn(ν− ǫ) releve´s proches provenant de chacune des bandes.
Il s’ensuit ne´cessairement au moins sn(ν−3ǫ) recollements au-dessus de ce disque.
Ainsi in ≥ sn(ν − 3ǫ)i. On obtient donc par notre choix de ǫ
χ(Γn) ≤ sn(χ(Γ)ν + ǫ(a+ 3i)) ≤ sn(χ(Γ) +
1
2
)ν.
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c) Fin de l’argument.
Supposons par l’absurde C de genre au moins 2. Soit γ une figure huit (un
lacet avec un unique point double) dans C dont le groupe fondamental s’injecte
dans celui de C. On reprend ici la terminologie du paragraphe pre´ce´dent. On peut
toujours supposer apre`s perturbation que γ est un graphe relevable.
Comme χ(γ) = −1 on a, par l’estime´e pre´ce´dente, χ(γn) ≤ −
snν
2
pour n assez
grand. Par un argument de dualite´ d’Alexander, γn de´coupe donc dans ∆n au
moins snν2 disques. Or sn e´quivaut a` l’aire de ∆n. En se´lectionnant pour chaque
n le disque δn composante de ∆n \ γn d’aire minimale, on produit ainsi une suite
de disques holomorphes d’aire borne´e a priori.
Analysons la convergence de (δn). Commenc¸ons par leur bord ∂δn. Il est
constitue´ d’un cycle de releve´s proches d’arcs de γ. Par construction ceux-ci
s’e´paississent dans ∆n en releve´s proches des demi-bandes correspondantes dans
Γ. Ces releve´s forment un anneau An dans δn bordant ∂δn et d’aire comparable a`
la longueur de ∂δn. Il s’ensuit que le nombre de releve´s proches d’arcs de γ dans
∂δn est borne´ a priori. Donc, quitte a` extraire, ∂δn converge vers un cycle non
trivial d’arcs de γ. De meˆme An converge vers un anneau A immerge´ dans C. En
particulier le module de An reste minore´. Cela permet de choisir un parame´trage
holomorphe fn des disques δn par le disque unite´ D tel que la pre´image de An
contienne un anneau fixe (r < |z| < 1).
Appliquons l’e´nonce´ de compacite´ 1.b). Comme C n’est pas rationnelle, les
e´ventuelles explosions ne peuvent se produire que dans (|z| ≤ r). Ainsi le disque
limite δ∞ = f∞(D) contient A. Par prolongement analytique il est entie`rement
dans C. Or ∂δ∞ est un lacet non trivial de γ donc non homotope a` ze´ro dans C.
C’est la contradiction. 
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